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' Limites des fonctions usuelles

by y !

k
\ :
T N 1
s lim k=k
X——% g
lim k=k
lim x2=+® lim x3=-% °  |im +=0 W (e )
im —= lim —= k étantunré
X——% X=F—10 x——0X x>+ X 4 :
lim x?=+ im x¥=4®
x—+>% X—r+% hml — 00 ||m_1_ = 400 y
Lin £ : * x—0X x—0X -
_Plus get.\eralemer]t, soitn € N S<n P '
si n est pair: si n est impair:

lim x"=+® lim x®"=-® g = —
X——% x——® X
lim x"=+o lim x"=+® lim Jx =+®

x—>+% x—r+% x—o+®

On peut aussi définir la notion de limite finie en un réel a. On admet que :

(1) lim k=k, kétantun réel (2) lim x" = a", n étantun entier naturel non nul

x—a x—a
(3) lim —]—=% pour a #0 (4) lim yx =Ja poura =0
xX—a

x—a

| v Théoremes généraux pour la somme et le produit

L et L’ sont des réels et le réel a peut étre remplacé par + 2 ou par —%.

Regles pour |28 somme

Si limu(x)= L L L 400 —oc 4o
x—a
et limv(x)= L —oo + o0 + —® —o0
x—a
alors lim (u(x)+v(x)= L+ L —oc 400 +0 —© Fl
x—a
i Regles pour le produit
Si limu(x)= L L(L#0) 4o —c —oo +%00U-%
x—a -
et limv(x)= L 400 QU —© + 0 — 0 + 0
X—a
alors lim (u(x)xv(x))= LxL' + ou — ¥ +oc + 00 — 00 Fl.
xX—a

* Le choix entre +©c ou — est déterminé par le signe de u (x) et celuide v (x).

Exemples:
1. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x - 6.
lim x=—-oet lim (—6)=—6 donc par regle pour la somme lim (x—6)=-=.

xX——% R X—>—

2. Soit g la fonction définie sur R par g (x) =— 6.3

T gk i 3 — 100 done par reele pour le produit lim (-6x}) =-

mc



Théoremes généraux pour le quotient

Let L™ sont des réels et le réel a peut étre remplacé par +>~ ou par —=%,

| Regles pour le quotient

’

} Si limu((x)= L L (L =0) L +% ou-—=% 0| +xou—-=
X—a
! et limv(x)= L (L =0) 0 +% ou—-x L 0| +*ou-=
X—a
. u(x L _ _
al Ilm%x;= K +% gu—-= (¥) 0 +% ou - (¥ F.l.
i

.
* Le choix entre + = et —= est déterminé par le signe de u (x) et celui de v (x).

Pour déterminer les limites de I'inverse d une fonction, on utilise les premieres colonnes |
tableau ci-dessus avec u(x) =1 etdonc L = 1.

: Exemples:

4 1. Soit f1a fonction définie sur I'intervalle [0 ; + [ par f(x) = ) l+ [

1] X-

: lim (x2+ 1) =+ donc lim —1— =0. .
X—+® x4+ X° + 1 "
2. Soit g la fonction définie sur I'intervalle |- ; O] par g(x) = ;—g :

lim (-2)=-2et lim x?=+% donc par régle pour le quotient 1im —2-0. >

£y

X% X——> x——x X~ §

)
lim (=2) =2 et limx?=0* (car x> > 0) donc par régle pour le quotient lim ‘3 =
x—0 x—0 xr—0 X°

x<0 x<0 x<0

Limites d'une fonction composée

Certaines fonctions ne peuvent pas étre écrites comme somme, produit ou quotient de fonctio
usuelles. Une autre opération sur les fonctions existe : la composition.

Exemple: Soit fla fonction définie sur I'intervalle |- : 1] par f(x) =1 — x.
Pour calculer f(x), on calcule d’abord 1 — x, puis la racine carrée de ce réel.
fest I’enchainement de deux fonctions :

u définie sur J—oc ; 1] par u(x)=1-x

suivie de v définie sur [0 ; +o[ par v(X) =J/X.

Ona fx)=Jl—x =v(l —x) = v(u(x)).

Deéfinition

v est une fonction définie sur un intervalle J et u est une fonction définie
surun intervalle | tel que, pour tout réel x de I, u (x) appartient a J.
La fonction composée « u suivie de v » est la fonction f définie sur | par Fx) = v(uk)).

Theoreme (admis)

B L S -~

Si limu(x)=>b etsi )I{m} v(X)=¢, alors lim v(u(x)) =c.

a, b et c désignent des réels, + o ou — .

Exemple: Soit f'la fonction définie sur 'intervalle |- : 1] parf(x)=+VI — x.

festla composée de u suivie de v avec u(x)=1—x et v(X)=JX (voir ci-dessus
lim (1 —x)=+% et lim X =+, donc lim f(x) = 4.

X—+x

lim(l-x)=0 et meY =0, donc limf(x)=0.
&30 N




® Théoremes de comparaison (admis)

Ces théorémes sont énoncés avec les limites quand x tend vers + ([0 ; 4+ est un intervalle
sur lequel sont définies les fonctl‘onsf, geth).

On pourrait également les énoncer quand x tend vers — (on remplacera [o ; +%[ par |- ; f]);
ou quand x tend vers un réel a (on remplacera [ ; + par [a—r;a| ou Ja ;a + rl ot r > 0).

Theéeoresmes

(1) Si potrtout réel x appartenant a un intervalle [o. ; + o[ :

f)=gk)et lim f(x)=+o,alors lim g (x)=+ce.

(2) Si pour tout réel x appartenant a un intervalle [ot ; 4 o[ :

fx)<get lim gx)=-x,alors lim f(x)=-oo,

x—+® X—>+®

(3) Théoréeme des gendarmes
Si pour tout réel x appartenant a un intervalle [0t ; + o[ :
f)sglk)shkx)et lim f(x)= lim h(x)=L,alors lim g(x)=L.

X—>+00 X—>+0 X—+x

Ay

B Continuité

Soit fune fonction définie sur un intervalle | contenant a.
On dit que la fonction fest continue en a si, et seulement si, lim f(x) = f(a).
X—a

) Y 4y
fest \ : / fnest pas
continue \ / 3 continue
Y 4
a x

ena Y . ena
/ a x
La courbe représentative d’une fonction continue se trace sans lever le crayon.

Soit fune fonction définie sur un intervalle I.
On dit que la fonction fest continue sur | lorsqu'elle est continue en tout point de .

Les fonctions x+> |x| et x> x", n étant un entier naturel, sont continues sur K.
La fonction x —> VX est continue sur [0 ; +oof.

La fonction x +— % est continue sur ]—2¢ ; O[ et sur ]O ; +o¢[.

Gl SCREIEIIEIOR | es fonctions dérivables sur un intervalle | sont continues surl.

il =l SUEERCIE IR  Soit u et v des fonctions continues sur |,

(1) u+v, uxv et u"(n entier naturel non nul) sont continues sur I.
1
(2)

F et ‘;‘ sont continues sur les intervalles ou elles sont définies.

Exemples: ¢ La fonction x+— 3x2—2x+ 5 est continue sur R.

@ La fonction xi+— >— 3 est continuie sur l—oe - 11 et enr 11 - 250l
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Theoreme des \valeurs intermeadiaires (admis)

Soit fune fonction dé&{inie et continue sur un inter- y

. valle[a;b]. fib) /
Pour tout réel k£ compris entre f(a) et f(b), il existe au
moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

fla) |-+

/(:1 c 1:) b

En d’autres termes, 1’équation f(x) = k a au moins une solution dans I'intervalle [a ; b].

| Coroliaire (admis) by

. Soitfune fonction définie, continue et strictement  f(b)
i monotone sur un intervalle [a ; b]. k
!
l
i
!

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),  fla)}eu ‘
I'équation f(x) = k a une et une seule solution dans |
l'intervalle [a ; b].

a c b x

Le corollaire s’applique aussi dans le cas d’un intervalle [a ; b[ ,]a ; b] ou ]a ; b[, a et b pouvant
étre +°¢ ou —o0. On remplace alors f(a) (ou f(b)) par lim f(x) (ou lin;f(x)).
X—d X=>

Ce corollaire permet d’affirmer 1’existence d’une unique solution a une €quation que I’on ne
sait pas résoudre par le calcul. On cherche alors une valeur approchée de cette solution.

Méthode d'encadrement d'une solution par dichotomie

Pour encadrer la solution de I’équation f(x) = 0, on détermine successivement |’intervalle
dans lequel se situe la solution en divisant par 2 I’amplitude de I’intervalle a chaque étape.
On calcule le milieu m de I’intervalle [a ; b].

I‘v / ‘ [“/‘ /
o| ‘/m b £ ol a _y b x

Si la solution est dans [a ; m], - Si la solution est dans [m ; b],
on recommence ce procédé dans [a ; m]. on recommence ce procédé dans [m ; b].

Algorithme de dichotomie

.................................................

Variables a, b, e et m sont des réels
Entrée Saisira ,bete
Traitement Tant que b - a = e faire

Commentaires :

fdoit étre une fonction continue, strictement
monotone sur I’intervalle [a ; b] et telle que
f(a) et f(b) sont de signes contraires.

e est la précision demandée.

Pour tester si f(a) et f(m) sont de signes
contraires, on teste le signe de leur produit.
Cet algorithme ne teste pas le cas ou m est la
solution (voir I’exercice [ p. 74).

m prend la valeur a—*z'—l—’

Sif(a) x f(m) <0
alors b prend la valeur m
sinon a prend la valeur m
Fin Si
Fin Tant que
Sortie Affichera et b

_________________________________________________







